Matrixmethode (ray tracing)
YA

Die Wirkung eines optischen Ele-

Lineare Beziehung ., =Av.+ B 0, : _
g _ Cy +DO ments (Strecke, Linse...) auf einen
2= Ly ‘ Lichtstrahl mit den Eingangskoor-
% dinaten v, = (y4, 6,) wird durch eine
1 Matrix M (Transfermatrix) angege-
Y1 y2 62 ben.
J optische Achse I .~ M = (A B
%1 22 £ C D
Die Elemente der Matrix beschrei-
Eingang _ Ausgang ben die lineare Abhangigkeit der
(y1,61) Optisches System (2,69 Ausgangskoordinaten v, = (Y, 0,)
von den Eingangskoordinaten
2 Y2 & 2 1. Element: Vo, = M; vy
> M = M. =~ M = 2. Element: Vs = M, V,
91 62 93 94
3. Element: V, = M; Vs
oder auch: v,=M;M, M, v, V= Mges Vi Mges = M3 M, M, Reihenfolge !

Ray tracing: nehme ein Strahlenbiindel, d. h. beliebige Eingangskoordinaten v; = (y;, 6;) und
untersuche die Wirkung eines optischen Systems mit Mg, auf jeden einzelnen
Lichtstrahl




Einzelelemente

- y2=d 01 +y; Driftstrecke
y: / 0:=0: |v|=[1 d]
_./e' 0 1
1 Winkel 6 bleibt erhalten
Ortskoordinate y andert sich gemafR der Lange von d
—— d >
Dinne Linse
VA Y2 = Y1 1 O
0:=0 ] ~0:=-1fy: M= [ 1 1]
¥ _ 7
f T Wirkung direkt am Element ! Kleine Winkel: sin9 =0
Ortskoordinate y bleibt erhalten

Winkel 6 andert sich als Funktion der Ortskoordinate

Beispiel Transfermatrix
Driftstrecke — dinne Linse - Driftstrecke

(1—b/f (g—bg/f +b)
“Uf (1-g/f)

wann gilt: y,=0?




Lichtbrechung

0.
5, YV

02

Y2

R

U

Gerade Grenzflache

An der Grenzflache: Yo=Y,

mit n, 6, = n, 0, (Snellius) => 0,=n,/n, 6,

Brechung an Kugelflache

Winkel: (0, + @) =n (8, + o)

=> 0,=¢ (- ~1)+ - 0, =
n n

=> M;=

Ortstransformation: y, =y, \4:%
(Snellius) ¢ =Yi/Ry
1
yi+ =6,
n

Y2=Y1 n (0, +¢)=0,+¢ (Snellius)
= (92:n61+(n—1)(p:n()1+nF;1y1
2
¢l o
=>M, = Diinne Linse:[ | 0
n-1 -, M=M,M, =
[ Rz ) m-)(I/Ri-1/R2) 1

=> Linsenschleiferformel 1/f =(n-1) (1/R;-1/R;) R, negativ!




Dicke Linse

Linse der Dicke d

Transfer-(System-)Matrix: Mges
MGes — I\/|3 MZ Ml

Wir setzen R = R; =- R, (symmetrische Linse)

M = 1 0 MZ:I:I d] M. = 1 0

(1-n)/R 1/n (1-n)/(nR) n

Esgilt: detM,;=1/n detM,=1 detM;=n
mit det Mg, =det M, det M, det M;=(1/n) 1 n=1 => detMgs=1

C 149D dn )
n-R
:>MGes = dEt IVIGes =1
— —Nn)2 —
1=n g d=n), (dd=n) g Check Matrix Multiplikation
~ R n-R?2 n-R ~
1 n-1 d(n-1)* _ 1 _d(n-1)

== =2

= dlnne Linse: beide Radien gleich
f R n-R?2 fdiinneLinse n-R?2




Dicke Linse, Hauptebenen

Bei dicken Linsen

(optischen Systemen)
+ = gelingt die Konstruktion
i“z der Abbildung erst, wenn
die Lagen der Hauptebe-
dp " nen relativ zu den geome-
) B trischen Abmessungen der
Linse bekannt sind

Bedeutung der Hauptebenen eines optischen Systems: formale Grenzebenen fir Lichtbrechung

-

+

F1 | F2 F1 I-:-I2 F2
|
I

Anmerkung: die Hauptebenen kdnnen weit aul3en liegen, sie kOnnen sogar vertauscht sein

Die Systemmatrix der Linse gewinnt
man durch Matrixpultiplikation A B
C D

]=R2DR1



Dicke Linse, Hauptebenen

Annahme: die Elemente der Systemmatrix [é g] seien bekannt. Dann gilt:

. Ausgan
Eingang | L 2 1~  h,=Ah.+B6,

|
_911___ ﬂ D
5 he | ha GZZO:Che+D91 => he=-—91
LD S ? 3 C

F1' | H1 D
' b > i i . = = = = - —
'__a_I | kleine Winkel: 0, =hJ/a => a=hJ0, c
1 mit 8, = h/f =>

f:ha/elzAhe+Bel:B_l_Ahe/el:B_@:_ND;BC:_M:_E (Sieheoben)

01 C C C C
aber: die Entfernung der Brennweite wird von der Hauptebene aus gemessen !
Objektseitiger Hauptebenenabstand: b=f-a=- b + 1_1-D
C C C
Eingang \
- 1 1 Ausgang
he | h.=Ah, 0,=0
"
4 + ,=Ch, 0, = h,/a’
~ P=a’+b =1/C
a’=A/C

b’ = (A-1)/C



Transfermatrix von zwei diinnen Linsen

Zwel dunne Linsen mit f, und f, im Abstand d
Die Ausdehnung der Linsen wird vernachlassigt

15 e ST
M- Lo 1)

S

1

Gesamtmatrix: Mge= M3M, M, = [é g]

r 1_9 d O

f1
:>MGes: => i:-c:l.pi_ d
fGes fi1 f2 f1.f2
[_l+ d _l] 1_2
~ f1 fi1.f2 f2 fz_/

firf=f,=f, => fe = /(2 - d/f)



Bedeutung der Matrixelemente

yi B=0

0, C=0 0,

T 1

4 N

Optisches

Yy, = Ay, : Bildgrole y, unabhangig von 6,
Abbildungsmalistab A =y.ly;

R=4cm /F;=4cm

Z:=16 cm;l l ¥

n' =150

Y2

System

Beispiel

y

f——y — — —

n=1,0

Polymerstab mit n = 1,5, Kugelflache R =4 cm
Wo entstent Bild, Abbildungsmalistab ?

1-2’,/12 16 — 2/3 z,

- 1/12 - 213
=>z,=24cm,A=-1

M =

7, N
afokales

System

0, = D 0, : Winkel 6, unabhangig von y,
Winkelvergroflierung D = 0,/0,

Beispiel: Kepler'sches Fernrohr

Abbildung paralleler Strahlen aus «
In parallele Ausgangsstrahlen (C = 0)
Winkelvergroerung: D = fop/fox
Beweis mit M = Fg Dok Doy Fop



Zwel dunne Linsen: Sonderfalle

N

—

--\
a—

f2

——
&Z
w’;l;"‘\J

o
| |

Galilei:

(lefl fl-fz)
:>MGes:
0 fi/fs

- H 1
f, ist Zerstreuungslinse , M = { 1/

Kepler’sches Fernrohr

d=f +1,
1 1 1 d
= +

f1.f2

fGes ) f1 f2

WinkelvergréfRerung: My, = - fi/f,

Galilei’sches Fernrohr
d=f,-f,

1
=> ersetze —— -> —
f2 f2

1 1 1 d
fees f1 f2 f1-f2

Winkelvergrolierung: M,, = f,/f, aufrecht!

/
—
— — e
0 [0, —
1 i
S——
— X . — -_*
— //’
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—_—
//
—
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Periodisches optisches System (Teleskopisches System)

Linse Driftstrecke

Mas = [ 7 Ho ]

AT Al
Betrachte Abfolge von mehreren Einheitszellen: } f ¢

Wie kann man damit identische Abbildungen erzielen ? l
LML _L___

1) Zwei Einheitszellen g d—f<
1-df 2d- &/

[
[r——
I
~ =
—
l Q
~|Q
[

mitd = 2f => M2=-1 =>M*=1
2f + A -dif+ (1- difY

2) Drei Einheitszellen
mitd="f M3 =-1 M°=1

Teleskopisches System ist das Grundelement eines klassischen Endoskops



Gauly’scher Strahl (Laserstrahl)

1/e*-Grenz ebene Kugelwellenfront

Laserstrahl Wellenfront
> S \‘
: \ !
| l' )
f ' T v . +—— zAchse
| } ]
L-._q" / Strahitaille
*

Sammellinse

X24y?

Typischer Verlauf eines Laserstrahls in Strahlrichtung E(X,y,2) = Eo(z) e W2

Laseraustritt: ebene Wellen (R -> o). Hieraus entwickeln sich Kugelwellen mit R(z)

Radius R(z) der Kugelwellen wird von Sammellinse gedndert: divergent -> konvergent

Divergenter Strahl: R >0, konvergenter Strahl R < 0)
Nach der Sammellinse folgt Strahltaille (engste Einschnlirung, waist), die sich wieder aufweitet

_ X2+y2 B p2
Intensitatsverteilung senkrecht zur z-Achse an Stelle z: I(x,y,.2) = lo(z) e "1 =1(z) e "1
Definition der Strahlgrenze w(z) L zur z-Achse: flur x2+y2=w?(z) => | =1,/e? (1/e2=0,135)

Innerhalb /15 = 1/e2 befinden sich 86,5 % der gesamten Strahlleistung, Strahlradius w(z)

Entwicklung Strahlradius w(z) laf3t sich, ausgehend von der Strahltaille, analytisch beschreiben




Strahlparameter Laserstrahl |

an Strahltaille (z=0): R=

Entwicklung Strahlradius w(z),
ausgehend von Strahltaille wy:

wW(z) =W, [1 + (2/2r)3]™

Intensitat entlang der Strahlrichtung z:

Strahltaille
zZ=0

_ Wo ., _2p?
I(p, 2) = I, [W(Z)] exp[ W2(z)]

B Wo ., _ lo
10.2)=1 [w(z)] 1+ (z/zr)?
100, Z2) = 15/2

o0

Gesamtleistung Strahl: P=[I(p,2)2rpdp
0

Ny

=>P =% 1y (1t W3) unabhangig von z



Strahlparameter Laserstrahl 11

Strahlradius: Nahfeld

w(z) = W [1 + (2/2)4]" \ DOF: depth of focus /

Rayleigh-Lange (Scharfentiefe) zg: wil V2 Wo

g

von z = 0 wéchst w(z) nach zz um V2

| . !
W(z)# /:_nn \\

Fernfeld (z >> zy): W(z) =0,z  mit dem halben Offnungswinkel 0, = i (Wellenlange )
TTWo
2
Mit w(z) =W, (z/zg) fur z >> zg => 0,=W,y/zg (typischmrad)=> zx= “V}\" °

W(z) = Wq 2/z5 = A Z
TTWo

Strahlparameterprodukt:
OoWo=Alr=0"W

konstant, aber nur an ,,waist*“ definiert !

= mit groBerem Strahlradius w verkleinert sich die Divergenz 0



Strahlparameter Laserstrahl 111

Beispiel: 1 mW He-Ne-Laser A =633 nm Strahldurchmesser an waist: 2 w, = 0,1 mm
doppelter Offnungswinkel 2 0, =2 A =806mrad =>1inz=1000m 2w(z)=26,z=8m
TTWo
W20

Rayleigh-Lange (Nahfeld): zz = =12,4mm  Strahlparameterprodukt 6, w, = 0,4 10° m rad

Fernfeldnaherung gultig fir z > 20 zy
Krummungsradius Wellenfront:
R(z) =z + z%:/z

2.B. R(zr) =z +2%:/2=2 z5

Im Beispiel:

R(zr) =2 zr = 24,8 mm
R(2 zg) =5 zr = 62 mm
R(3 zg) =26 zg =322 mm

R > 0 far divergierenden Strahl

R < 0 fur konvergierenden Strahl

Wegen R(z) =z + z%:/z => R=owflrz=0
Fernfeld (z>202z;): R(z)=z



Beispiel Laserresonator

teilreflektierend

Q=0 Laserresonator flr

He-Ne-Laser (A=633 nm)

7/////////////////////
Gy

Spiegel (100%): p1 =2 m
Spiegel (teilrefl.): p, = oo

)
3
X

Bei stabil arbeitendem Laser sind die Krimmungsradien der Wellenfronten und Spiegel gleich

=> gerade Wellenfronten am Austrittsspiegel (R = «) => dort Strahltaille

=> Rayleigh-Léange: mit R(z2) =z + z%:/z und R(z=-1m)=-2m => zzg=1m
. _ TCWZO _ 12 _

mit zg = => Radius Strahltaille wy = (zr A/®)™ = 0,45 mm

Strahlradius auf dem linken Laserspiegel: ~ w(z=-1m) =w, V2 = 0,64 mm

Halber Offnungswinkel: 0, = wo/zg = 0,45 mrad (BESSY I1I: etwa 0,1 mrad)

Strahlparameterprodukt: 6, w,=0,203 m rad



Ausbreitung eines Laserstrahls |

Vollstandige Beschreibung des Laserstrahls mit komplexem Strahlparameter q(z)

q>
Es gilt: i=£—j A
q(z) R “mww?
2 w.
Anz=0:;: Qo = j WO=jZR Wo 2
— s
AnStellez;: o= qo +2 L/ 1,

zZ=0
Verhalten Strahlparameter Ry =
Bei optischem System ABCD j
go = =
A
Y2 A Bl|IW
0, CDJ|6,
Strahlradius R; =w,/0,
W1
0.(A ~+B) .
Strahlradius R, =w,/0, = 0. - A-Ri+B

z. B. Driftstrecked: R, =R;+d

el(c‘g“+ p) C-Rui+D
1



Ausbreitung eines Laserstrahls ||

Wirkung einer diinnen Linse (direkt an Linse)

Yo A By
02 C D 91
_AR;+B s 11 1
" CR,+D R, R, f
1 1 . A :
S = sowie W;=wW,=w =>
q g2 Rz “mw2?
1 1 1, . A _ 1 1 1
—=(———)— " => —_— = ——
g Ry f W1 g2 qv f

Bel Kenntnis von ¢: am Eingang eines optischen Systems lasst sich die Form des Laserstrahls
tberall berechnen



Ausbreitung eines Laserstrahls |11

Beispiel: waist an diinner Linse => R; =

= Lol 4 4
q, o ~=nb? nD?
mit gz = 4 => i=_1_jﬂ
- 1l-q,/f q, f "=nD?
nach der Linse: 1 1 R,=-f (Ri=w)
> Ry 1

(Strahl konvergiert) beam waist bleibt w = D/2
Ort der Strahltaille nach der Linse:

aus R(z) =z + z%:/z und w2(z) = w3, [1 + (2/zRr)?] mit R(z)/w? (lange Rechnung)
=> z= R2 = -1 Ort der Strahltaille, befindet sich nicht am Fokus !
1+ (AR2/mtw?2)2 1+ (4=nf / nD?)?
2 2 2f2
Durchmesser der Taille: aus w2, = hd W2, = D2/4 ~ arct o R ﬁ
1+ (mw?/AR2)? 1+ (nD?/4Af)?2 D2 D
Strahl kann im Durchmesser nicht beliebig klein werden, Beugung !
0, = A ~ D Wy kleiner => 0, grolier
TTWo 2nf

2
depth of focus: zz= W _ A ~ (2” )2 Tiefenscharfe nimmt quadratisch ab !

A 700 D




Beziehung der Strahlparameter

R, und w; seien an der Stelle z, bekannt

Wegen i—i—ji sowie 1 =z;+ Qo =2, +] Z => 1 =z2,+])z
9(2) R W2 Y | 1 R 1 _; N 1 R
R1 ~mwi?
A
_ 1/R1 . TCWlZ _ . . — .
=> + =z, + ]z Vergleich von Real- und Imaginarteil
T N € A
R1 W12 R1 W12
= 7;= Ri1 Abstand von der Strahltaille wy q
RiA 1
1+ ( )2
TTW12 WO
R2; A . lﬂo
- - TW1
R 14 Ri1A 2
W12 T
zZ=0
mit Wi =W [1 + (24/2r)?]M
o> W= W1
= 0= .
[1+ (mw2/ AR1)2]H 2 jn
go =

Ruckberechnung der Strahltaille



